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1 引言
维数约减在统计模式识别中占据着重要地位，通过维数

约减，可以减少特征的维数从而避免维数灾难，并且可以获取

最有利于识别的特征。特征抽取和特征选择[1]是两种最重要

的维数约减方法，特征选择直接从高维特征中选择一些最有

效的特征以达到减少特征维数的目的，而特征抽取则使用线

性或非线性变换将原有的数据变换到特征维数更少的数据空

间。主成分分析（PCA）[2]是其中一种经典的特征抽取方法，它

寻找一组能够最有效表示原数据的标准正交基，将相应的表

示系数作为新特征。由于PCA简单有效，它被广泛运用于人脸

识别[3]、掌纹识别等高维模式识别问题中。

PCA是一种线性变换算法，它对线性不可分数据往往效

果不理想，为此 B.Schölkopf 等提出核主成分分析（KPCA）[4]。

KPCA首先通过非线性映射将原数据映射到高维空间，在高维

空间中数据变得线性可分，此时再执行PCA算法。数据在高

维空间中的表示无法直接求得，为此KPCA使用核技巧，利用

数据在高维空间中的内积来执行算法，而高维空间中的内积

可以通过给定的核函数求得。

PCA和KPCA都是基于欧氏距离的，在寻找最优表示基

时，它们用欧氏距离衡量原数据与由标准正交基线性组合而

成的新数据的误差。欧氏距离对离群数据点比较敏感，而余

弦角距离则对离群数据点较为鲁棒，在许多现实应用中，余弦

角距离比欧氏距离显示出了更好的分类性能。文中，用余弦

角距离衡量误差，从而提出两种新的特征抽取方法——基于

余弦角距离的主成分分析（PCAC）以及它的核版本：基于余弦

角距离的核主成分分析（KPCAC），即利用核函数在高维空间

中执行PCAC算法。在人脸识别[6-7]和掌纹识别[8]实验中，PCAC

显示出比PCA更好的性能，KPCAC也取得了不错的效果。

首先介绍PCA和KPCA算法，然后对欧氏距离和余弦角

距离作了比较分析，基于PCA的思想提出PCAC算法和KPCAC

算法，给出了 PCA、PCAC、KPCA 与 KPCAC 算法的识别比较

实验，最后对全文进行总结。
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2 PCA和KPCA

2.1 PCA
PCA试图寻找这样的一组标准正交基：使用这组基的线

性组合来表示原数据时，新表示数据与原数据具有最小均方

误差。此问题可以化简为求解数据的总体散布矩阵 St 的特征

向量问题。 St 定义如下：

St =
1
M å

i = 1

M

(xi -m)(xi -m)TÎRn ´ n （1）

其中 M 是训练样本的个数，xi 表示第 i 个训练样本，m 为训

练样本的均值，n 为数据的维数。若要获得 q(q < n) 个标准正

交基，则只需求解 St 的对应前 q 个最大特征值对应的特征向

量 wl(l = 12q) 。样本 x j 经过 PCA运算后的第 l 个新特

征 yl 为：

yl
j =wl

T(x j -m)   (l = 12q) （2）

2.2 KPCA
KPCA首先利用非线性映射 ϕ将数据映射到高维空间，样

本 x 在高维空间中变为 ϕ(x) ，接着在高维空间中执行PCA算

法。高维空间中的总体协方差矩阵 S͂t 可表示为：

S͂t =
1
M å

i = 1

M

(ϕ(xi)- m͂)(ϕ(xi)- m͂)T （3）

其中 m͂ = 1
M å

i = 1

M

ϕ(xi) 为高维空间中训练样本的均值。此时执

行PCA需要求解特征方程：

S͂tw = λw （4）

由于无法直接求得 ϕ(x) ，特征方程（4）不能直接求解。如

文献[4]所述，利用 w 可以表示为：

w =å
i = 1

M

pi(ϕ(xi)- m͂) （5）

并且根据高维空间中数据间的内积可以通过核函数 k(xy) 求

得，即有

ϕ(xi)
Tϕ(x j)= k(xix j)=Kij (i j = 12M ) （6）

方程（4）可以转化为：

K͂p =Mλp = λ͂p （7）

其中向量 p = (p1p2pM )，λ͂ =Mλ，矩阵 K͂ =K - 1M K -K1M +

1M K1M ，1M 为所有元素均为 1
M

的 M ´M 大小的矩阵。一般

投影向量 w 满足约束：wTw = 1，如对于第 l 个投影向量 wl ，应该

满足：

wT
l wl = å

i j = 1

M

pl
i pl

j(ϕ(xi)- m͂)T(ϕ(x j)- m͂)=

å
i j = 1

M

pl
i pl

j K͂ij = (pl)T K͂pl = (pl)T λ͂l pl = λ͂l(pl)T pl = 1 （8）

样本 x j 经过KPCA运算后的第 l 个新特征 yl
j 为：

yl
j =wT

l (ϕ(x j)- m͂)=å
i = 1

M

pl
i(ϕ(xi)- m͂)T(ϕ(x j)- m͂)=å

i = 1

M

pl
i K͂ij（9）

3 欧氏距离与余弦角距离
两个数据点的欧氏距离为这两点连成的线段的长度，它

们的余弦角距离为这两点与数据原点的连线构成的夹角的大

小。对于数据点 a 和 b ，它们的欧氏距离可表示为  a - b ，余

弦角距离可表示为 cos-1 aTb
 a  b

，其中  × 为向量的2范数。

图 1 对二维数据点的欧氏距离与余弦角距离进行了比

较。图中共有两类数据，三角形点表示第一类数据，圆点表示

第二类数据，数据点A为第一类数据的离群点。从图1可以看

到，与A的欧氏距离最小的点为属于第二类的数据点C，它们

的欧氏距离为  AC ；与A的余弦角距离最小的点为属于第一

类的数据点B，它们的余弦角距离为ÐAOB 。若使用最近邻分

类器进行分类，在欧氏距离下，A将被错误地分到第二类；而在

余弦角距离下，A则被正确地分到第一类。由此例可见，欧氏

距离对于离群点比余弦角距离更为敏感。

经典的PCA是保持数据间的欧氏距离关系，因此由PCA

得到的新表示数据仍然会对离群点比较敏感；而PCAC是保持

数据间的余弦角距离关系，由PCAC得到的新表示数据受离群

点的影响较小。图 1中的两条虚线分别展示了PCA和PCAC

的最优表示基，将数据投影到最优表示基上便可得到运算后

的相应特征。容易看到，原数据投影到PCA的最优表示基上

后，A仍然会被错误分类；而投影到PCAC的最优表示基后，A

则会被分类正确。

当然图1表示的是一种特殊情形，但至少表明在有些数据

分布下，余弦角距离确实比欧氏距离对于离群点具有更好的

鲁棒性。

4 PCAC和KPCAC算法
本章根据 PCA 的思想同时利用余弦角距离，分别给出

PCAC算法以及它的核版本KPCAC算法。

4.1 PCAC
经典的PCA通过最小化均方误差来求取最优表示基时，

使用欧氏距离来衡量新表示数据与原数据的误差。为了克服

欧氏距离对离群数据敏感的缺点，用余弦角距离代替欧氏距

离，通过新表示数据与原数据的余弦角距离描述两者的误差，

由此提出基于余弦角距离的主成分分析（PCAC）。

给定一个样本数据 x ，若用一组标准正交基wl(l = 12q)

的线性组合来表示它，则可以表示为å
k = 1

q

alwl ，其中 al 为表示

系数。此时新表示数据与原数据的余弦角距离为：

θ = cos-1(
xTå

l = 1

q

alwl

 x










å

l = 1

q

alwl

) （10）

其中 θ为原数据 x 与新表示数据å
l = 1

q

alwl 的夹角。根据表示系

数满足 al = xTwl 有

wwAA

B

C

yO

x

w′

图1 欧氏距离与余弦角距离相比较
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cos θ =
xTå

l = 1

q

alwl

 x










å

l = 1

q

alwl

=
å
l = 1

q

(al)
2

 x










å

l = 1

q

alwl

³ 0 （11）

由式（11）可知，cos θ 具有非负性，所以当且仅当 (cos θ)2 取得

最大值时，cos θ 取得最大值，此时新表示数据与原数据的余

弦角距离 θ 最小。因此当用余弦角距离 θ 来衡量误差时，可

以通过最大化 E((cos θ)2)（E( ) 表示期望）来达到最小化均方

误差的目的，进而获取最优表示基。

由上文的分析，可以得到PCAC算法，它的主要思想：给定一

组样本 xi(i = 1,2,,M )，找到一组标准正交基 wl(l = 1,2,,q)，

使得 E((cos θ)2) 达到最大。根据期望的定义，有

E((cos θ)2)= 1
M å

i = 1

M

(cos θi)
2 = 1

M å
i = 1

M

(
xT

i å
l = 1

q

ai
kwl

 xi











å

l = 1

q

ai
kwl

)2 （12）

其中 θi 为 xi 与å
l = 1

q

ai
lwl 的夹角。由表示系数 ai

l = xT
i wl 以及 wl

的标准正交性，可以得到：

E((cos θ)2)= 1
M å

i = 1

M

(
xT

i å
l = 1

q

ai
lwl

 xi











å

l = 1

q

ai
lwl

)2 =

1
M å

i = 1

M
(xT

i å
l = 1

q

ai
lwl)(xT

i å
l = 1

q

ai
lwl)

xT
i xi(å

l = 1

q

ai
lw

T
l )(å

l = 1

q

ai
lwl)

=

1
M å

i = 1

M
(xT

i å
l = 1

q

ai
lwl)å

l = 1

q

(ai
l)

2

xT
i xiå

l = 1

q

(ai
l)

2

= 1
M å

i = 1

M
xT

i å
l = 1

q

ai
lwl

xT
i xi

=

1
M å

i = 1

M å
l = 1

q

wT
l xi x

T
i wl

xT
i xi

= 1
M å

l = 1

q

wT
l (å

i = 1

M xi x
T
i

xT
i xi

)wl =

  1
M

trace(W T(å
i = 1

M xi x
T
i

xT
i xi

)W ) （13）

其中W = (w1w2wq) 。令 S =å
i = 1

M xi x
T
i

xT
i xi

，则使式（13）取得最

大值的 wl(l = 12q) ，为 S 对应的前 q 个最大特征值的特

征向量。
PCAC算法总结如下：

（1）计算矩阵 S =å
i = 1

M xi x
T
i

xT
i xi

；

（2）求解 S 的对应前 q 个最大特征值的特征向量 wl(l = 1

2q) ；

（3）样本 x j 经过PCAC运算后的第 l 个新特征 yl
j 为：

yl
j =wl

T x j （14）

4.2 KPCAC
KPCAC 算法是 PCAC 的核版本，与 KPCA 类似，KPCAC

在高维空间中执行PCAC算法。对于样本 xi(i = 12M ) ，

KPCAC 首先通过非线性映射 ϕ 将其变换到高维空间得到

ϕ(xi)(i = 12M ) ，接着在高维空间中寻找一组标准正交基

wl(l = 12q) ，使得下式达到最大：

E((cos α)2)= 1
M å

i = 1

M

(cos αi)
2 = 1

M å
i = 1

M

(
ϕ(xi)

Tå
l = 1

q

ai
lwl

 ϕ(xi)










å

l = 1

q

ai
lwl

)2（15）

其中 αi 为 ϕ(xi) 与å
l = 1

q

ai
lwl 的夹角。类似于PCAC的推导，此问

题可以转化为求解矩阵 Sk =å
i = 1

M ϕ(xi)ϕ(xi)
T

ϕ(xi)
Tϕ(xi)

对应前 q 个最大特

征值的特征向量。
与KPCA一样，无法直接求得 ϕ(xi)(i = 12M ) ，所以

不能直接求解 Sk 的特征向量。令Φ(x)= (
ϕ(x1)

 ϕ(x1)

ϕ(x2)

 ϕ(x2)


ϕ(xM )

 ϕ(xM )
) ，则有 Sk =Φ(x)Φ(x)T ，由奇异值分解（Singular Value

Decomposition，SVD）[9]的知识，可以先求解矩阵 H =Φ(x)TΦ(x)

特征向量 pl(l = 12q) ，然后根据 wl =
1
λl

Φ(x)pl(l = 1

2q) 求得 wl(l = 12q) ，其中 λl(l = 12q) 是 H 的

特征值。矩阵 H 元素可以如下计算：

Hij =
ϕ(xi)

Tϕ(x j)

||ϕ(xi)||||ϕ(x j)||
=

k(xix j)

k(xixi) k(x jx j)
（16）

所以由核函数 k(xy) 可以求得矩阵 H 。样本 x 经过 KPCA

变换后的第 l 个新特征 yl 为：

yl
j =wT

l ϕ(x j)=
1
λl

(pl)TΦ(x)Tϕ(x j)=å
i = 1

M
1
λl

pl
i

k(xix j)

k(xixi)
（17）

其中 pl
i 是向量 pl 的第 i 个元素。

KPCAC算法总结如下：
（1）根据式（16）计算矩阵 H ；

（2）求解 H 的对应前 q 个最大特征值的特征向量 pl(l = 1
2q) ；

（3）样本 x j 经过KPCAC运算后的第 l 个新特征 yl
j 为：

yl
j =å

i = 1

M
1
λl

pl
i

k(xix j)

k(xixi)
（18）

5 实验
通过YALE人脸数据库与PolyU掌纹数据库上的识别实

验，比较 PCA、PCAC、KPCA 以及 KPCAC 的识别性能。首先

分别利用四种算法抽取图像样本的特征，然后使用最近邻分

类器[10]对抽取的特征进行分类。

5.1 YALE库上的实验
YALE人脸数据库由耶鲁大学计算视觉与控制中心创建，

其中包括 15个人的 165幅灰度图像，每人 11幅图像。这些图

像在光照、人脸表情以及是否配戴眼镜等方面都有一定的变

化。在实验中，将所有图像人工剪切并缩放到100 ´ 80 个像素

大小，图2给出了其中一个人的11幅图像。

图2 YALE人脸数据库中一个人的11幅图像

殷 俊，周静波，金 忠：基于余弦角距离的主成分分析与核主成分分析 11



Computer Engineering and Applications计算机工程与应用2011，47（3）

对于 KPCA 和 KPCAC 需要使用的核函数，选取多项式

核，即 k(xy)= (xT y)d 。在实验中，利用全局到局部搜索策略[11]

选择参数 d 使识别率达到最优。分别随机选取每个人的2幅、

3幅和4幅人脸图像做训练，其余图像做测试，实验重复20次，

最后结果取平均值。在使用PCA、PCAC、KPCA和KPCAC进

行特征抽取后，分别使用基于欧氏距离和余弦角距离的最近

邻分类器进行分类。表1列出了四种特征抽取方法，在基于两

种不同距离的分类器下的最大平均识别率及其对应的维数

（分别随机选取2、3和4幅图像做训练，循环20次）。

从表1可以看出：（1）对于PCA和PCAC算法，当使用基于

欧氏距离的最近邻分类器分类时，PCA和PCAC的识别率非常

接近；但是当使用基于余弦角距离的最近邻分类器分类时，

PCAC的识别率明显高于PCA。从这点可以看出特征抽取与分

类的紧密联系，PCAC在特征抽取时是基于余弦角距离的，当对

其抽取的特征也是使用基于余弦角距离的分类器分类时，才能

充分发挥余弦角距离的优势，使得识别率明显提高。（2）对于

KPCA和KPCAC算法，KPCAC算法的识别率稍高于KPCA，但

优势不是很突出。（3）核方法的识别率高于线性方法。

5.2 PolyU库上的实验
选取香港理工大学的PolyU掌纹数据库中的 100个不同

掌纹的 600幅图像作为实验图像，每个掌纹 6幅图像。这 6幅

图像是在两个时间段获取的，前3幅拍摄于第一个时间段，后3

幅拍摄于第二个时间段，两个时间段平均间隔2个月。使用文

献[12]中的算法，剪切出图像的中心区域，然后缩放到128 ´ 128

像素大小，图3显示了其中一个掌纹的6幅掌纹图像。

实验中，每个掌纹在第一个时间段拍摄的3幅图像作为训

练图像，剩余的3幅图像作为测试图像。对于KPCA和KPCAC

需要使用的核函数，仍然选择多项式核 k(xy)= (xT y)d ，参数 d

选择最优情况。首先使用PCA、KPCA、PCAC和KPCAC 算法

抽取掌纹图像的特征，接着分别利用基于欧氏距离和基于余

弦角距离的最近邻分类器对新特征进行分类。表 2列出了四

种特征抽取方法的最优识别率及其对应的维数（选取前3幅图

像做训练）。从表 2可以看出：在使用基于余弦角距离的最近

邻分类器分类时，PCAC的识别率明显优于PCA、KPCAC的识

别率稍好于KPCA；核方法的识别率优于线性方法。这几点与

人脸识别实验的结论是一致的。

两个实验中，KPCA与KPCAC的识别结果相差都不大，此

现象可以这样解释：KPCA和KPCAC都是在非线性映射后的

高维空间中进行相关操作的。在高维空间中，由于数据点相对

稀疏，孤立点的影响较原空间有所减小，这时余弦角距离对于

欧氏距离的优势就会有所减弱，这就使得基于欧氏距离度量

的KPCA的性能接近于基于余弦角距离度量的KPCAC。

6 结论
经典的 PCA 算法在进行特征抽取时，是基于欧氏距离

的。欧氏距离对离群点比较敏感，在许多分类问题中余弦角距

离比欧氏距离具有更好的性能。为了充分利用余弦角距离的优

点，将余弦角距离运用于特征抽取中，从而提出两种新的特征抽

取算法：PCAC 以及其核版本 KPCAC。在 YALE 人脸数据库

以及 PolyU 掌纹数据库上进行识别实验，结果表明 PCAC 比

PCA有更好的识别性能，KPCAC也显示出不错的性能。另外

PCAC、KPCAC 与 PCA、KPCA 一样也具有简单易行性，因此

PCAC、KPCAC是两种有效的特征抽取算法。
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训练样本数

2

3

4

分类器采用距离

欧氏距离

余弦角距离

欧氏距离

余弦角距离

欧氏距离

余弦角距离

PCA

88.0（28）

87.4（29）

89.3（41）

88.8（40）

90.9（56）

90.1（37）

PCAC

88.0（29）

92.1（29）

89.4（43）

93.8（44）

90.9（56）

95.0（59）

KPCA

91.3（28）

92.3（22）

92.8（44）

93.6（38）

94.2（57）

94.2（36）

KPCAC

91.8（29）

92.4（29）

93.6（42）

94.1（27）

95.0（59）

95.2（52）

表1 在YALE人脸数据库上，四种算法的最大平均

识别率(百分数)及其对应的维数(括号中)

图3 一个掌纹的6幅图像

分类器采用距离

欧氏距离

余弦角距离

PCA

62.7（153）

61.3（180）

PCAC

63.0（160）

73.0（117）

KPCA

71.7（299）

71.7（186）

KPCAC

73.0（254）

74.0（262）

表2 在PolyU掌纹数据库上，四种算法的最大识

别率（百分数）及其对应的维数（括号中）
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