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摘　要　传统的推荐系统往往是通过使用协同过滤或基于内容的方式来实现的，而文中将矩阵完整化的方法应用到

推荐系统中。由于数据的稀疏性，直接使用矩阵完整化的方法会给推荐结果带来不小的误差。考虑到使用用户中存

在一些活跃用户，挖掘出这些特殊用户，由他们组成的数据会降低稀疏性，而且对活跃用户提高推荐质量，会产生更大

的商业价值。提出了一种分块整合推荐的方法，实验结果表明该方法能够提升推荐精度。
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１　引言

互联网的普及和电子商务的发展越来越迅速，而推荐系

统已经成为一项重要的研究内容，得到了越来越多研究者的

关注。不管是搜索引擎（如ｇｏｏｇｌｅ，ｂａｉｄｕ）还是新闻门户网站

（如ｙａｈｏｏ，ｓｉｎａ），以及电子商务系统（如ａｍａｚｏｎ，ｅＢａｙ）等等，

都不同程度地使用了各种形式的自动推荐系统。

目前推荐系统中常用的方法有两种：１）基于内容［１］的推

荐；２）基于协同过滤的推荐［２］。这两种方法都有着各自的优

缺点。协同过滤推荐系统可以处理视频以及音乐等复杂的非

结构化的商品，拥有很好的自适应性，当用户的数量上升时，

推荐精度会有着很好的提升，能够很容易地发现用户的兴趣。

基于内容的推荐系统推荐的结论则比较容易理解且很直观，

它不需要用户的历史数据，不存在数据冷启动和数据稀疏性

的问题，拥有着许多现成的文本处理算法以及分类技术的支

撑。

而矩阵完整化的问题是最近新出现的一个研究方向，主

要讨论如何基于已知矩阵的部分元素来恢复该矩阵，其在系

统辨识［３］、计算机视觉［４］、机器学习［５］中均有应用。目前，也

产生了许多优异的算法，比如ＳＶＴ［６］、ＦＰＣＡ［７］等等。本文使

用一种Ｄｕａｌ－Ｐｒｉｍａｌ　ＰＰＡ［８］的矩阵完整化算法来对推荐系统

进行研究，并提出了一种分块整合的推荐方法，即把用户分为

活跃用户与非活跃用户，对活跃用户与非活跃用户的评分矩

阵分别进行矩阵完整化的计算，最后再与原评分矩阵的计算

结果整合。实验结果表明本文提出的方法可以在一定程度上

提高推荐质量。

定义１　推荐系统中的数据可以分成Ｕ，Ｉ，ＲＵ＝｛Ｕ－

ｓｅｒ１，Ｕｓｅｒ２，…，Ｕｓｅｒｍ｝表示由用户所组成的集合；Ｉ＝｛Ｉｔｅｍ１，

Ｉｔｅｍ２，…，Ｉｔｅｍｎ｝表示由项目所组成的集合；Ｒ是ｍ×ｎ阶矩

阵，表示用户对各个项目的评分矩阵，其中元素ｒｉｊ表示第ｉ个

用户对第ｊ个项目的评分。

由于随着时间的积累，推荐系统中的用户和项目的个数

在不断增大，因此用户不可能对所有的项目进行评分。评分

矩阵Ｒ中的元素将会有很多的空值，需要把这些空值恢复出

来。

２　矩阵完整化

２．１　问题描述

设Ｍ 是ｍ×ｎ阶矩阵，希望通过它的部分元素来恢复矩

阵中的所有元素，此恢复过程可用下面秩最小化问题来描述：

ｍｉｎ　ｒａｎｋ（Ｘ）

ｓ．ｔ．ＰΩ（Ｍ）＝ＰΩ（Ｘ）
（１）

·９１２·



其中，Ｘ∈Ｒｍ×ｎ，指标集Ω｛１，２，…，ｍ｝×｛１，２，…，ｎ｝。

ＰΩ（·）为投影算子，即：

ＰΩ（Ｘ）＝
Ｘｉｊ， 如果（ｉ，ｊ）∈Ω

０，｛ 其他情况

然而矩阵的秩函数是非连续、非凸的，故直接求解比较困

难。根据Ｃａｎｄèｓ等人的工作［９，１０］，可以将秩函数松弛到核范

数，于是得到下面等式表示的线性约束凸优化问题：

ｍｉｎ｜Ｘ｜＊
ｓ．ｔ．ＰΩ（Ｍ）＝ＰΩ（Ｘ）

（２）

这样可以使得模型更加简单、利于计算，可以使用一些现

成的凸优化算法进行求解。

２．２　Ｄｕａｌ－Ｐｒｉｍａｌ　ＰＰＡ
问题的一般描述如下：

ｍｉｎθ（ｘ）

ｓ．ｔ．Ａｘ＝ｂ，ｘ∈χ
（３）

其中，θ（ｘ）为凸函数。

下面介绍一种Ｄｕａｌ－Ｐｒｉｍａｌ　ＰＰＡ的凸优化算法。其可以

把式（３）这种有约束的凸优化问题转化为多次迭代的无约束

凸优化问题。下面给出第ｋ次迭代的子过程。

Ｓｔｅｐ１　拉格朗日乘子预测点的生成

λ
～ｋ＝λｋ－１ｓ

（Ａｘｋ－ｂ）

Ｓｔｅｐ２　解的预测点生成

ｘ～ｋ＝ａｒｇ　ｍｉｎ｛θ（ｘ）＋
ｒ
２‖ｘ－

［ｘｋ＋１ｒＡ
Ｔ（２λ

～ｋ－λｋ）］‖２｜

ｘ∈χ｝

Ｓｔｅｐ３　拉格朗日乘子与解的修正

λｋ＋１＝λｋ－γ（λｋ－λ
～ｋ）

ｘｋ＋１＝ｘｋ－γ（ｘｋ－ｘ
～ｋ）

其中，ｒ，ｓ，γ为标量参数，ｒ×ｓ＞‖ＡＴＡ‖，γ∈［１，２］。

２．３　基于Ｄｕａｌ－Ｐｒｉｍａｌ　ＰＰＡ的矩阵完整化算法

根据上面的子过程，矩阵完整化这种具体的线性约束凸

优化问题主要就是求解如下的子问题：

珦Ｘｋ＝ａｒｇ　ｍｉｎ｛
１
ｒ‖Ｘ‖＊＋

１
２‖Ｘ－

［Ｘｋ＋１ｒ
（２ＰΩ（Л

～
ｋ）－

ＰΩ（Лｋ））］‖２Ｆ｝

则设Ａ＝Ｘｋ＋１ｒ
（２ＰΩ（Л

～
ｋ）－ＰΩ（Лｋ）），对Ａ做ＳＶＤ分解之

后：Ａ＝ＵΛＶＴ。

又因为Ｆ－范数与矩阵的奇异值在正交变换下不变，则：

１
ｒ‖

珦Ｘ‖＊＋
１
２‖

珦Ｘ－Ａ］‖２Ｆ

　＝１ｒ‖
珦Ｘ‖＊＋

１
２‖

珦Ｘ－ＵΛＶＴ］‖２Ｆ

　＝１ｒ‖Ｕ
Ｔ珦ＸＶ‖＊＋

１
２‖Ｕ

Ｔ珦ＸＶ－Λ］‖２Ｆ

珦Ｘ 会使上式尽量小，所以ＵＴ珦ＸＶ 应是一个非负对角矩

阵，则设ＵＴ珦ＸＶ＝珟Λ。

对于给定的非负对角矩阵Λ，有：

ｍｉｎ｛１ｒ‖Λ
～

‖＊＋
１
２‖Λ

～

－Λ］‖２Ｆ｝

设ｆ＝１ｒ‖Λ
～

‖＊＋
１
２‖

珟Λ－Λ］‖２Ｆ，其为凸函数，要使其

取最优解，Λ
～
中的每个对角元λ

～
ｉ 满足

ｆ
λ
～
ｉ

＝０，即λ
～
ｉ＝λｉ－１ｒ

；

又λ
～
ｉ非负，则有λ

～
ｉ＝λｉ－ｍｉｎ（λｉ，１ｒ

）。

因此Ｄｕａｌ－Ｐｒｉｍａｌ　ＰＰＡ对于具体的矩阵完整化问题的第

ｋ次迭代子过程如下：

Ｓｔｅｐ１　拉格朗日乘子预测点的生成：Л
～
ｋ＝Лｋ－１ｓ

（ＰΩ

（Ｘｋ）－ＰΩ（Ｍ））。

Ｓｔｅｐ２　设Ａ＝Ｘｋ＋１ｒ
（２ＰΩ（Л

～
ｋ）－ＰΩ（Лｋ）），对Ａ 做

ＳＶＤ分解：Ａ＝ＵΛＶＴ。

Ｓｔｅｐ３　解的预测点生成Λ
～
为一对角矩阵，其对角元

槇

λｊ＝

λｊ－ｍｉｎ（λｊ，
１
ｒ
），其中λｊ 为Λ的对角元。

则珦Ｘ＝ＵΛ
～

ＶＴ。

Ｓｔｅｐ４　拉格朗日乘子与解的修正：

Лｋ＋１＝Лｋ－γ（Лｋ－Л
～
ｋ）

Ｘｋ＋１＝Ｘｋ－γ（Ｘｋ－珦Ｘｋ）

其中，ｒ，ｓ，γ为标量参数，ｒ×ｓ＞１，γ∈［１，２］，Ｘ为恢复出来的

矩阵，Л为对应的拉格朗日乘子矩阵，Ｍ 为部分元素已知而

需要恢复的矩阵，Ω为已知元素的指标集。

当运用矩阵完整化算法到推荐系统中时，会出现恢复出

来的矩阵的某些元素的值越界的情况。对此，在算法恢复出

结果之前采用如下方法：

设Φ为评分矩阵的取值集合；Ｘ为ｍ×ｎ的矩阵，其为通

过矩阵完整化算法恢复得到的矩阵；Ｘ
∧
也为ｍ×ｎ的矩阵，其

为最终得到的修正评分矩阵，各个元素的取值如下：

Ｘ
∧

ｉｊ＝

ｍｉｎ（Φ）， 如果Ｘｉｊｍｉｎ（Φ）

ｍａｘ（Φ）， 如果Ｘｉｊｍａｘ（Φ）

Ｘｉｊ，
烅
烄

烆 其他情况

３　基于矩阵完整化的分块整合推荐算法

在推荐系统中，由于用户对某个项目的评分往往受很少

因素影响，比如一个用户对一部电影的喜好程度可能就是由

影片中的演员、导演、类型等所决定的，因此评分矩阵应该是

一个低秩矩阵，所以推荐系统可以通过矩阵完整化的方法来

进行研究。但当一个矩阵十分稀疏时，通过矩阵完整化的算

法恢复出来的结果的误差往往是比较大的，而且矩阵中的数

据稀疏性越高效果就越不好。而我们研究的推荐系统所对应

的矩阵就是这样一个稀疏矩阵。

由于在互联网之中常常存在一种长尾分布，比如一条热

门的新闻往往被更多的人进行评论，冷门的新闻则相反；在电

影推荐系统中也很常见，热门的电影被更多的人看过并且评

分过，相似地，也会存在活跃用户，他们更加热衷于对新闻以

及电影等进行评分评价。挖掘出这些活跃用户对推荐系统的

研究具有很好的效果。下面将给出本文算法的思想，算法分为

两个步骤，分别是基于活跃用户的阈值分块与加权整合推荐。

３．１　基于活跃用户的阈值分块

定义２　设Ｒ为推荐系统中ｍ×ｎ阶评分矩阵，Ｓ为ｍ×ｎ
阶标识矩阵，定义如下：

·０２２·



Ｓｉｊ＝
１， 如果Ｒｉｊ的值不为空值

０，｛ 其他情况

如果ｉ∈｛１，２，…，ｍ｝，∑
ｎ

ｊ＝１
Ｓｉｊ≥Ｌ（Ｌ为设定的一个阈值），

则称Ｕｓｅｒｉ为属于推荐系统Ｕ 的活跃用户，这些所有满足要

求的Ｕｓｅｒ下标组成的向量Ｉ１ 为活跃用户指标集，其它所有

Ｕｓｅｒ的下标组成的向量Ｉ２ 为非活跃用户指标集。

定义３　设Ａ为一个ｍ×ｎ阶的矩阵，Ｉ｛１，２，…，ｍ｝，

Ａ（Ｉ，∶）表示根据Ｉ的元素值从Ａ 中取出对应行所组成的矩

阵。

若Ｒ为推荐系统中的评分矩阵，Ｉ１ 为活跃用户指标集，

Ｉ２ 为非活跃用户指标集，则Ｒ（Ｉ１，∶）为活跃用户评分矩阵，

Ｒ（Ｉ２，∶）为非活跃用户评分矩阵。

（１）分块阶段

设置一个阈值Ｌ，根据定义２可以在评分矩阵Ｒ中找出

所有的活跃用户，则所有活跃用户的编号为指标集Ｉ１，非活跃

用户的编号为指标集Ｉ２，以此把评分矩阵Ｒ分为两个部分：活

跃用户评分矩阵Ｒ（Ｉ１，∶），非活跃用户评分矩阵Ｒ（Ｉ２，∶）。

３．２　加权整合推荐

定义４　设Ｆ（·）为一个矩阵完整化算子，Ｒ为ｍ×ｎ阶

评分矩阵，则Ｆ（Ｒ）表示为对评分矩阵Ｒ进行矩阵完整化计

算后得到的矩阵。

（２）整合阶段

设珟Ｒ为最后恢复出来的矩阵，我们是通过对原评分矩阵

Ｒ、活跃用户评分矩阵Ｒ（Ｉ１，∶）及非活跃用户评分矩阵Ｒ（Ｉ２，

∶）都进行矩阵完整化的计算，分别求出Ｆ（Ｒ）、Ｆ（Ｒ（Ｉ１，∶））

及Ｆ（Ｒ（Ｉ２，∶）），然后进行整合得到的。具体如下式所示：
珟Ｒ（Ｉ１，∶）＝（１－ｗ１）＊［Ｆ（Ｒ）（Ｉ１，∶）］＋ｗ１Ｆ（Ｒ（Ｉ１，∶））

（４）
珟Ｒ（Ｉ２，∶）＝（１－ｗ２）＊［Ｆ（Ｒ）（Ｉ２，∶）］＋ｗ２Ｆ（Ｒ（Ｉ２，∶））

（５）

其中，ｗ１ 为活跃用户权重系数，ｗ２ 为非活跃用户权重系数，

其取值范围为０到１。

之所以做这样的修正，是因为通过这样的方法对矩阵进

行恢复，可以既保证所有用户评分数据之间的相关性，对于活

跃用户又可以降低数据之间的稀疏性，以此来提高推荐的质

量。这里使用的矩阵完整化算法为上文提到的 Ｄｕａｌ－Ｐｒｉｍａｌ

ＰＰＡ，因为在实验中发现其应用于推荐系统时的精度比其他

几种算法的更高，其有着更高的推荐质量。

３．３　算法步骤

输入评分矩阵Ｒ，设置参数Ｌ，ｗ１，ｗ２。

Ｓｔｅｐ１　根据３．１节的方法，把Ｒ分为活跃用户评分矩阵

Ｒ１、非活跃用户评分矩阵Ｒ２；

Ｓｔｅｐ２　分别对Ｒ，Ｒ１，Ｒ２ 进行矩阵完整化的计算，得到

Ｆ（Ｒ），Ｆ（Ｒ１），Ｆ（Ｒ２）；

Ｓｔｅｐ３　根据３．２节的式（４）与式（５），通过对Ｆ（Ｒ），

Ｆ（Ｒ１），Ｆ（Ｒ２）进行加权整合得到最后的结果珟Ｒ。

４　实验结果与分析

４．１　数据库介绍

ＧｒｏｕｐＬｅｎｓ［１２］Ｒｅｓｅａｒｃｈ采集了一组从２０世纪９０年末到

２１世纪初由 ＭｏｖｉｅＬｅｎｓ用户提供的电影评分数据。文中实

验所采用的数 据 集 是 ＭｏｖｉｅＬｅｎｓ　１００ｋ。数 据 中 包 括 了

１０００００个评分，共有９４３个用户与１６８２个物品。评分的取

值范围是１～５，其中５表示最喜欢，１表示最不喜欢，０则表

明用户没有评分。

４．２　实验设计

首先从数据集中随机抽取８０％作为训练集，２０％作为测

试集，先对方法的参数Ｌ以及ｗ１、ｗ２ 进行测试，找出其对算

法精度的影响，从而发现最优参数。然后将对比实验重复５
次，以比较所提方法与 Ｄｕａｌ－Ｐｒｉｍａｌ　ＰＰＡ 以及 ＦＰＣＡ［７］、

ＡＤＭ［１１］和ＡＰＧＬ［１３］在推荐系统上的精度。最后给出所提方

法与Ｄｕａｌ－Ｐｒｉｍａｌ　ＰＰＡ相比在活跃用户评分矩阵上的推荐精

度。

４．３　评判准则

采用 ＭＡＥ作为实验的评判标准。ＭＡＥ的公式如下：

ＭＡＥ＝
∑
ｕ∈Ｔ
｜珟Ｒｕ（ｔ）－Ｒｕ（ｔ）｜

｜Ｔ｜
其中，珟Ｒｕ（ｔ）是用户对项目的预测打分，Ｒｕ（ｔ）是用户对项目的

实际打分，Ｔ 代表测试集，｜Ｔ｜代表测试集的大小。ＭＡＥ数

值越小，表明推荐质量越高。

４．４　参数选择

本文所有实验中使用到Ｄｕａｌ－Ｐｒｉｍａｌ　ＰＰＡ算法时，相应

的各个参数均为：ｒ＝０．０００８，ｓ＝１．０５／０．０００８，γ＝１．５，Ｘ 与

Л的初始值都为全零矩阵，迭代次数为３８。

阈值与权值的选择：

对阈值Ｌ选取的实验设计为从０到５７０每隔１０选一个

阈值，如：０，１０，２０，…，５７０，然后对每个阈值进行实验以比较

其 ＭＡＥ的大小。

图１为文中方法在取不同阈值时算法的精度，横坐标为

阈值Ｌ，纵坐标为 ＭＡＥ的值。其中，权值选取的是ｗ１＝０．７，

ｗ２＝０．０５。

图１　阈值参数的影响

表１为选取不同阈值Ｌ时活跃用户数的变化情况。

表１　活跃用户数的变化

阈值Ｌ　 ０　 １００　 ２００　 ３００　 ４００　 ５００　 ５７０
活跃用户人数 ９４３　 ２９１　 ９２　 ２３　 ５　 ２　 ０

从图１可以看出，文中提出的方法在取不同的阈值时，所

得出的结果相差比较大。阈值为１１０左右时，可以使得实验

结果最优。当阈值的取值大于１１０时，实验的结果会慢慢变

差，这是由于随着阈值的增大，从表１可以知道活跃用户的个

数在快速减少，非活跃用户的个数则在快速增加，而我们的算

法在处理活跃用户时，比较注重活跃用户内部之间的关联性，

而忽略了与大量非活跃用户数据之间的关联性，所以实验结

果会有变差的趋势。当阈值大到一定的阶段时，实验结果又

会有所提升，这是由于随着阈值的进一步增大，活跃用户的个
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数已非常稀少趋向为零，算法几乎退化为直接使用Ｄｕａｌ－Ｐｒｉ－

ｍａｌ　ＰＰＡ。

选取权值ｗ１ 与ｗ２ 的实验设计为分别从０到１每隔０．１

选取一个权值的比较不同权值时 ＭＡＥ的大小。

图２为所提方法在取不同权值时算法的精度，横坐标为

活跃用户权重系数，纵坐标为非活跃用户权重系数，竖坐标为

ＭＡＥ的值。其中，阈值Ｌ取为１１０。

图２　权值参数的影响

从图２可以看出，ｗ２ 的取值越小越好，当取０时，实验效

果是最好的，这是由于非活跃用户评分矩阵中的数据是比较

稀疏的，通过这些数据所恢复出来的矩阵得到的效果是很差

的，还不如直接对原评分矩阵进行恢复，然后进行投影。而

ｗ１ 的取值为０．６时，实验的效果是最好的，这样可以既保证

活跃用户之间数据比较多的优点，又能够在对活跃用户恢复

矩阵时考虑到与全体数据之间的关联性。

４．５　实验结果

为了评价所提出的方法，将其与Ｄｕａｌ－Ｐｒｉｍａｌ　ＰＰＡ以及

其他３种矩阵完整化的算法ＦＰＣＡ、ＡＤＭ 与 ＡＰＧＬ进行比

较。根据上面参数选择部分的实验，本次实验的各个参数选

为：Ｌ＝１１０，ｗ１＝０．６，ｗ２＝０。

图３为５个算法在５次独立实验中的精度比较，横坐标

为实验编号，纵坐标为 ＭＡＥ的值。

图３　对比实验

一般的基于用户（或项目）的协同过滤算法的 ＭＡＥ值在

０．８３左右，从图３可以发现，除了实验中的ＦＰＣＡ算法效果

不是很好外，其他３种均有不错的精度，因此矩阵完整化算法

应用到推荐系统中是很不错的。而把Ｄｕａｌ－Ｐｒｉｍａｌ　ＰＰＡ算法

应用到推荐系统中时，发现其与其他３种矩阵完整化算法相

比有着更高的推荐质量，这就是本文使用 Ｄｕａｌ－Ｐｒｉｍａｌ　ＰＰＡ

作为矩阵完整化算法的原因。而文中提出的方法的性能还可

以在Ｄｕａｌ－Ｐｒｉｍａｌ　ＰＰＡ算法的基础上再次得到更大的提升。

从结果来看提升还是比较明显的，这表明提出的分块整合推

荐方法有着很好的效果。

图４为提出的分块整合推荐算法与Ｄｕａｌ－Ｐｒｉｍａｌ　ＰＰＡ在

活跃用户评分矩阵上的精度比较，实验独立执行５次，横坐标

为实验编号，纵坐标为 ＭＡＥ的值。

图４　活跃用户评分矩阵推荐精度的比较

由于方法中参数ｗ２＝０，因此其与 Ｄｕａｌ－Ｐｒｉｍａｌ　ＰＰＡ相
比，非活跃用户评分矩阵的恢复结果是一样的，而本文主要是

给活跃用户评分矩阵的恢复结果带来了提升。从图４可以发

现所提方法在活跃用户评分矩阵上的推荐精度相比 Ｄｕａｌ－
Ｐｒｉｍａｌ　ＰＰＡ有着很大的改善，而在实际应用中，活跃用户更

可能对我们推荐的结果有所反应，比如喜欢购物的用户往往

更有可能去买新的商品，所以我们的方法有很好的应用前景。

结束语　在把矩阵完整化算法运用到推荐系统中时，往

往都是直接把评分矩阵作为一个整体来进行恢复的［１４，１５］，并

没有对活跃用户与非活跃用户进行区别，而文中提出的算法

挖掘出了活跃用户这一信息。首先将用户进行分类，然后对

两类用户的评分矩阵分别进行恢复，最后与原评分矩阵的计

算结果进行加权整合。实验结果表明，所提方法可以明显提

高推荐质量。不过矩阵完整化的研究起步比较晚，现阶段把

其应用到推荐系统之中，与基于矩阵分解模型的算法相比还

没有得出更好的结果，所以这还需要我们做进一步的研究，以

提升推荐的精度。但矩阵完整化的研究目前已经开始深入，

把其作为一种模型应用到推荐系统中有着很好的前景。
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（ａ）ＥａｒｔｈＱｕａｋｅ原始序列

（ｂ）ＥａｒｔｈＱｕａｋｅ拟合序列（压缩率８０％）

图２

结束语　时间序列具有海量性、高纬性等特点，因此在进
行时间序列数据挖掘之前需要选择一种合适的方法对原始序

列进行预处理，从而降低其复杂度并提高其数据挖掘结果的
准确性。预处理的主要目标有两个：降低维度和消除噪声。
本文基于综合考虑已有的时间序列选取分段点的思想，

提出了一种结合时间跨度和振幅变化选取关键点的方法，并
基于关键点对时间序列进行线性表示。该方法通过引入一种
改进的筛选分段点的机制，在保留原始时间主要趋势的前提
下降低了拟合误差。该方法对于短时间内变化平缓的时间序
列拟合效果较好。下一步的研究重点是对于短时间内波动频
率比较高的时间序列寻找有效的拟合方案。
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